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Resumé

1 denne artikel introduceres intervaller og
tuzzy tal som en hensigtsmeessig og matematisk
stringent repreesentation af gkonomiske usik-
kerheder. De fire regningsarter for sdledes re-
presenterede usikre gkonomiske stgrrelser de-
monstreres og diskuteres. Ligeledes demonstreres
gkonomiske kalkulationer med usikre funktio-
ner og de dermed forbundne problemer diskute-
res. Ranking af usikre gkonomiske stgrrelser
seettes i relation til klassisk gkonomisk beslut-
ningsteori. Det godtggres i artiklen, at konven-
tionelle pkonomiske kalkulationer bekvemt kan
udvides til at inkludere relevante usikkerheds-
vurderinger til understottelse af rationelle be-
slutningsprocesser. Resultaterne illustreres i ar-
tiklen pa typiske anvendelser inden for et kendt
gkonomisk problemomrdde, nemlig investe-
ringsbeslutninger:

Introduktion

Denne artikel tager sit udgangspunkt i det
grundlacggende beslutningsproblem, der
opstir som en konsekvens af beslutnings-
tagerens usikére viden om de (fremtidige)
forhold, der danner grundlaget for beslut-
ningsprocessen. I langt de fleste praktiske
tilfelde fremstilles beslutningssituationen
som om beslutningstageren har siféker vi-
den om de gkonomiske stgrrelser, der ind-
gir i kalkulationerne og anvendes i argu-
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mentationen for eller imod en bestemt be-

slutning. I den klassiske beslutningsteori

antages det, at en kognitiv kompetent be-
slutningstager har siéfer viden og er 1 stand
til at forudse alle relevante fremtidige til-
stande i verden. I dette tilfelde kan be-
slutningstageren kalkulere de gkonomiske
konsekvenser af enhver strategi han matte
gnske at realisere og fglgelig valge den
strategi, som opfylder hans aspirationer

optimalt, Knight (1921).

I beslutningsteorien skelner man nor-
malt mellem risiko og usikkerhed. Ved be-
slutning under 77siko antages det, at sand-
synligheden for den fremtidige indtref-
ning af bestemte begivenheder er objek-
tivt kendt, hvorimod sandsynlighedsforde-
lingen ikke objektivt kan fastlegges ved
beslutninger under usikkerfed. Ved beslut-
ninger under 7isiko er det (i princippet)
muligt for beslutningstageren at kalkulere
forventningsvaerdien af ##/ity funktionen
(den individuelle nyttefunktion) under
hensyntagen til begivenhedernes sandsyn-
lighedsfordelinger, Hertz (1964).

Inden for det gkonomiske fagomriade
kan der findes mange fortolkninger af be-
grebet usikkerhed (risiko). Kyliheiko (1995)
foresldr denne yderligere kvalificering af
begrebet:

o Parametrisk usikkerhed (risiko) kan re-
prazsenteres ved at belutningstageren
producerer en udtgmmende liste over
hans strategiske optioner, omverdenens
mulige fremtidige tilstande og hans
subjektive forestillinger om sandsynlig-
heden for at disse mulige fremtidige til-
stande indtraffer.

o Kilden til strukturel usikkerhed (risiko) er
mangel pad @ priori viden om fremtidens
strukturelle egenskaber, herunder kon-
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sekvenserne af interaktionen mellem
virksomheden og omgivelserne, som ik-
ke ex ante kan tages 1 betragtning, speci-
elt ikke 1 forbindelse med konsekven-
serne af teknologisk udvikling.

o Endelig er der radikal usikkerhed (risiko),
som opstdr i forbindelse med en omgi-
velsesrelateret strukturel usikkerhed (risi-
#0) og en virksomhedsrelateret usikker-
hed (risifo) omkring procedurer, Dosi og
Egidi (1991).

Sandsynlighedsbegrebet og statistiske me-
toder i det hele taget (sd som Monte Carlo
simulering) har spillet en dominerende
rolle i forbindelse med reprasentation og
kalkulation af gkonomiske usikkerheder.
Der er imidlertid forbundet vesentlige
problemer med den praktiske anvendelse
af disse metoder, ogsd hvad angér bereg-
ningsalgoritmer, se f.eks. Schjar-Jacobsen
(2000). Hvis vi f.eks. i det generelle tilfael-
de skal kalkulere nyttevaerdien som funk-
tion af gkonomiske variable givet ved de-
res sandsynlighedsfordelinger, involveres
serdeles komplekse beregninger. Meto-
den kan desuden kun benyttes, sifremt
sandsynlighedsfordelingerne for de enkel-
te variable overhovedet kan beskrives,
hvilket sjeeldent er tilfeldet. Dertil kom-
mer at beregningen af nytteveaerdien i prin-
cippet bgr inddrage beslutningstagerens
risikopreference, da det ikke er ligegyl-
digt for beslutningstageren, hvilken usik-
kerhed der er relateret til en givet afkast.

I denne artikel foresléds det derfor at ga
andre veje, der 1 praksis tillader at kalkula-
tion med usikre gkonomiske stgrrelser kan
gennemfgres ved en bekvem udvidelse af
konventionelle reprasentationer af sikre
stgrrelser, dvs. ordinzere tal, til reprasenta-



tioner af usikre stgrrelser, nemlig interval-
ler og fuzzy tal. Historisk og videnskabeligt
er der tale om to forskellige udgangspunk-
ter, som 1 denne artikel sgges bragt ind 1
en feelles forstielses- og anvendelsesram-
me. Tankegangen omkring intervaller
stammer fra bestreebelser pd at fa styr pa
de praktiske beregningsmaessige ungjag-
tigheder, der opstdr i computere, som ope-
rerer med en begrenset ngjagtighed i den
interne talreprasentation, Moore (1962,
1966). Ideerne om fuzzy mangder og tal
stammer fra gnsket om kunne skabe en
ngjagtig repracsentation af usikre og vage
informationer og en mangeveardi-logik
som kontrast til den klassiske binaere logik
sand-falsk, Zadeh (1965, 1975).

Numerisk repraesentation
af usikre gkonomiske starrelser
Repraesentation ved intervaller
En sikker gkonomisk stgrrelse reprasen-
teres ved et reelt tal. F.eks. siger vi, at af-
setningen af et bestemt produkt 1 den
kommende periode vil vaere 10.000 stk.
Det falder naturligt at reprasentere en
usikker gkonomisk stgrrelse som et inter-
val. F.eks. kan vi ikke vide med sikkerhed,
at afsetningen vil vaere 10.000 stk., men vi
kan maske sige, at afseetningen vil ligge
mellem 8.000 og 11.000 stk., uden ngjere
at kunne specificere hvor 1 intervallet
[8.000, 11.000] afsatningen vil komme til
at ligge. Estimater 10.000 stk. er sdledes
blevet erstattet med et dobbelt estimat
[8.000, 11.000] stk. Det dobbelte estimat
reprasenterer usikkerheden i forbindelse
med den gkonomiske stgrrelse, som afsaet-
ningen er.

En forudsztning for at introducere 7%-
tervallet som en meningsfuld reprasentati-

on af usikkerhed er, at vi kender den ned-
re og gvre graense for en given gkonomisk
stgrrelse. Har vi sd ikke blot erstattet én
form for uvidenhed (nemlig uvidenheden
om den eksakte vaerdi af den gkonomiske
stgrrelse) med en anden form for uviden-
hed (nemlig uvidenheden om de eksakte
stgrrelser af den nedre og gvre granse)?
Hertil er at sige, at der stilles stgrre krav til
argumentationen, og dermed vores viden,
ndr vi havder, at afsetningen i naste peri-
ode bliver 10.000 stk. end néir vi havder,
at afsaetningen vil ligge mellem 8.000 og
11.000 stk., endsige mellem 4.000 og
15.000 stk. Jo stgrre usikkerhed vi md lade
indgd i den gkonomiske kalkulation, jo
mere ufuldstaendig er den viden, som er
repracsenteret i kalkulationen.

Det er for nylig blevet foresldet at an-
vende intervaller 1 forbindelse med evalue-
ring af worst- og best-case (WBC) gkonomi-
ske konsekvenser af teknologisk udvik-
ling, Schjaer-Jacobsen (1996, 1997).

Repraesentation ved fuzzy tal
Siden Zadeh (1965) introducerede fuzzy
mengder og fuzzy tal har der udviklet sig en
lang rekke applikationer inden for ingen-
igrvidenskab, management og finansie-
ring. En fuzzy mangde er en klasse af ob-
jekter med et kontinuum af grader af med-
lemskab defineret af en membership funkti-
on, som kan antage veerdier mellem 0 og 1.
Fuzzy meangde konceptet tilbyder en strin-
gent made at registrere uprecise, vage og
usikre udtalelser p4, sd som “store investe-
ringer”, “omkostningerne vil blive reduce-
ret betragteligt 1 den kommende periode”
og “omsatningen vil stige en smule naste
ar”.

I denne artikel er vi primaert interesse-
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ret i fuzzy tal konceptet som en made at
beskrive usikker eller fuzzy viden om gko-
nomiske stgrrelser pa. Ifglge Dubois og
Prade (1978, 1979) kan et fuzzy fal define-
res mere prascist som en fuzzy delmangde
af de reelle tal R karakteriseret ved mem-
bership funktionen f(x). Denne generelle
fremstilling af fuzzy ta/ kan forenkles ved
at antage en stykkevis linear membership
funktion. Det kan f.eks. fare til to typer af
Sfuzzy tal:

For det fgrste det rrapezoidale fuzzy tal,
Wang og Liang (1995), se Figur 1:

f(x) =(x-a)/(c-a), a<x<c (1a)
=1, c<x<d (1b)
= (b-x)/(b-d), d<x<b (1¢)
=0, ellers. (1d)

For det andet det triangulcere fuzzy tal,

Chiu og Park (1994), se Figur 2:

f(x) =(x-a)/(c-a), a<x<gc, (2a)
= (b-x)/(b-c), c¢<x<Db, (2b)
=0, ellers. (2¢)

I denne artikel begranser vi os til fuzzy re-
preesentation af gkonomiske usikkerheder
v.hj.a. triangulere fuzzy tal. Nar afsetnin-
gen af et bestemt produkt i en fremtidig
periode kan repreesenteres ved det 7riangu-
leere fuzzy tal [8.000, 10.000, 11.000] stk.,
kan det fortolkes sdledes: Afsetningen vil
efter alt at dgmme formodentlig blive om-
kring 10.000 stk. I hvert tilfelde vil afsact-
ningen ligge mellem 8.000 og 11.000 stk.,
de detaljerede muligheder fremgar af mem-
bership funktionens forlgb. Hvis vi blot in-
teresserer os for den formodede afsztning
og dens nedre og gvre grenser (og altsd ik-
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ke det detaljerede forlgb af membership
funktionen), har vi repraesenteret afsat-
ningen som en usikker gkonomisk stgrrel-
se ved et tre-dobbelt estimat [a, c, b].

Figur 1. Membership funktion for trapezoidalt
Sfuzzy tal.
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Figur 2. Membership funktion for triangulert
Sfuzzy tal.
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De fire regningsarter ved

usikkerheder

Interval algebra

Vi estimerer afsatningen af et bestemt
produke til [8.000, 11.000] stk. i den kom-
mende periode. Af forskellige grunde er
der ogsa usikkerhed om produktets salgs-
pris, lad os sige at salgsprisen estimeres til
[600, 700] kr./stk. For at komme frem til et
estimat af produktets omsatning ma vi de-
finere en algebra, der tillader os at multi-
plicere to usikre talstgrrelser, som hver er
repreesenteret ved intervaller:



I intervalanalysen, Moore (1966), erstat-
tes de algebraiske operationer addition,
subtraktion, multiplikation og division
(altsd de fire regningsarter) med tilsvaren-
de operationer pa intervaller; 1, = [a,, b,]
and I, = [a,, b,]:

I,+1, =[a, +a,b, +b,], (3a)
-1, =[a,-b,a,-b], (3b)
I, 1, =[min(a,a, a,b,, b,a,, b,b,),

max(a,a,, a,b,, b,a,, b,b,)], (3¢)

I /1, =[a,b,]*[1/b, 1/a,], 0 & [a,b,]. (3d)

Pd denne made kan resultatet af beregnin-
ger pa usikre tal overviges, siledes at den
tilsvarende usikkerhed pé resultatet be-
regnes, se f.eks. Caprani og Madsen
(1992).

Det lille eksempel i starten af afsnittet
kan nu ggres feerdig. Ved anvendelse af
(3c) kan produktets omsztning bestem-
mes til [4.800.000, 7.700.000] kr. Det er,
hvad der kan siges under de givne om-
steendigheder, dvs. ud fra hvad vi ved om
usikkerheden pa de indgiende gkonomi-
ske stgrrelser, afsatning og pris.

Trianguleer fuzzy algebra

For det trianguleere fuzzy tal defineret ved
(2) introduceres henholdsvis den venstre
L(a) og hgjre R(a) repracsentation af mem-
bership funktionen. Et trianguleert fuzzy tal
F kan herefter skrives pd formen for et 7z-

terval:

F = [L(ov), R(o)], hvor (4a)
L(o) =a + (c-a)a og

R(a) = b + (¢c-b)a, av € [0,1]. (4b)

Som et eksempel, betragt multiplikation
af to triangulaere fuzzy tal F, and F, hvor

F, =[1+0, 4-20] og
F, = [2+3a, 7-2a], o € [0,1]. (5)

For produktet fis v.hj.a. (3c):

F, *F,=[30 + 50 + 2, 40 - 2201 + 28],
o e [0,1]. (6)

Bemerk, at medens membership funktio-
nerne for faktorerne F, og F, er stykkevis
linexre (5), bliver membership funktionen
for produktet F, * F, stykkevis kvadratisk
(6). I almindelighed kan der opsta member-
ship funktioner af vilkérlig hgj kompleksi-
tet, hvilket ville umuligggre kalkulationer-
ne i praksis. En made at overkomme den-
ne vanskelighed p4, er at ngjes med at be-
regne membership funktionen, dvs. L(a) og
R(a), for et endeligt antal vaerdier af .
Som et eksempel pa dette, vil vi her defi-
nere et tre-dobbelt estimar v.hj.a. o-snit sva-
rende til de to o-vaerdier oo = 0 og o = 1.

Siledes fis af (6) et tre-dobbelt estimar
[a, ¢, b] for produktet F, * F, = [2, 10, 28],
idet

L(0)=a =302+ 50+ 2|00 =2, (7a)
L(1)=R(1)=c=30+50+2 o

= 40 - 2200 + 28| s = 10, 0g (7b)
R(0)=b =407 - 220 + 28 | oo = 28. (7¢)

Baseret pa det ovenfor fremfgrte og som
en generalisering af Kaufmann og Gupta
(1988) kan vi nu definere de fire regnings-
arter for trianguleere fuzzy tal reprasenteret
ved de simplificerede tre-dobbelte estimater
F,=[a, c, b]ogF,=[a, c, b,] siledes:
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F,+F, =[a, +a,c, +c,b, +b,], (8a)
F,-F, =[a-b,c -c,a-b], (8b)
F,*F, =[min(a,a, a,b, b,a,, b,b,), c,c,,
max(a,a,, a,b,, b,a, bb,)],  (8c)
F,/F, =[a,c,b]*[1/b, 1/c, 1/a,],
for 0 ¢ [a,, c,, b,]. (8d)

Lad os et gjeblik vende tilbage til eksem-
plet med et #re-dobbelt estimat af den kom-
mende periodes afsztning pa [8.000,
10.000, 11.000] stk. Hvis salgsprisen esti-
meres til [600, 660, 700] kr./stk., vil den re-
sulterende omsztning blive [4.800.000,
6.600.000, 7.700.000] kr. Her svarer det
midterste tal til en ordinar kalkulation og
de to yderste tal til en nterval kalkulation.

Beregninger med usikre funktioner
Interval funktioner
Beregninger med usikre funktioner er ik-
ke er trivielt problem. Betragt f.eks. det
problem, der bestir i at beregne funktio-
nen g(x) = x(1-x), hvor x er en variabel,
som er behaeftet med usikkerhed. Lad os
f.eks. sige, at vi ikke kender vaerdien af x,
bortset fra, at vi ved den ligger mellem 0
og 1. For det fgrste er der problemet med
den manglende gyldighed af den distribu-
tive lov. Atheengigt af om vi “ganger ind i
parentesen” eller ej, far vi at den resulte-
rende funktion g antager henholdsvis vacr-
dimangderne [0, 1] og [-1, 1]. For det an-
det er der det problem, at ingen af disse
resultater er korrekte, idet begge interval-
ler er for brede. Hvorfor det? Det skyldes,
at den variable x optreeder mere end et
sted 1 udtrykket for g. En ngjere under-
sggelse viser, at den sande vaerdimangde
for g er [0,'/4].

Lgsningen pa dette problem er at an-
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vende numeriske globale optimeringsme-
toder til at bestemme det sande resulte-
rende interval, se Hansen (1992) og Capra-
ni og Madsen (1992). I denne artikel ngjes
vi med at konstatere, at problemet kan
lgses og er blevet implementeret i et til-
geengeligt add-in modul til MS-Excel reg-
neark, Hyvonen og de Pascale (1997,
1999).

I gkonomiske kalkulationer indgdr som
oftest funktioner, der reekker ud over an-
vendelse af de fire regningsarter, f.eks. i
forbindelse med renteberegninger og in-
vesteringskalkuler. Betragt f.eks. en ordi-
naer annuitet pd 1 over n perioder ved ren-
ten 1, Schjer-Jacobsen (1996). Antag, at
renten er behaeftet med usikkerhed, vi
kender ikke renten, bortset fra at den lig-
ger mellem 3% og 7%. En interval kalku-
lation af nutidsvaerdien efter udtrykket for
PV, hvor i = [3, 7] %,

PV =(1-(1+1)"i 9)

giver PV = [1.963, 9.567] medens en ordi-
naer beregning af nutidsvaerdien i de to
ekstremer for renten, nemlig 3% og 7%,
giver PV = [4.100, 4.580], der er det sande
og meget snavrere interval. Forklaringen
er, at variablen 1 optraeder mere end én
gang 1 udtrykket (9), nemlig to gange, og
det resulterende interval bliver derfor for
bredt. Faktisk er PV en monoton funktion
af renten og ekstremerne for dens sande
verdimaengde fremkommer derfor ved be-
regning af PV i de to ekstreme veerdier for
renten. [ det generelle tilfelde er lgsnin-
gen igen at anvende en global optime-
ringsmetode.



Funktioner med tre-dobbelte

estimater

Betragt igen funktionen g(x) = x(1-x), hvor
X nu antages at vaere en usikker variabel,
der kan beskrives med et #re-dobbelt estimar
[0, /2, 1]. Den sande vaerdimangde for g
bliver det tre-dobbelte estimat [0, !/, !/.].

Betragt igen annuiteten fra afsnit 4.1,
hvor renten nu er en usikker variabel, der
kan beskrives ved det tre-dobbelte estimar
[3, 6, 7] %. Den resulterende nutidsvardi
bliver da det #re-dobbelte estimar [4.100,
4.212, 4.580].

I almindelig kan funktioner med #7e-
dobbelte estimater beregnes pa den mdde, at
funktionsvardien af estimatets midterste
tal beregnes pa konventionel vis, f.eks. i et
konventionelt regneark. Funktionvaerdi-
ens ckstreme veerdier beregnes som en in-
terval funktion, f.eks. under anvendelse af
et add-in modul til MS-Excel, Hyvonen og
de Pascale (1997, 1999).

Ranking af usikre gkonomiske
storrelser
Ranking af intervaller
Kravet om et rationelt gkonomisk valg
mellem beslutningsalternativer rejser be-
hovet for at ranke (prioritere) usikre gko-
nomiske stgrrelser. Lad os 1 dette afsnit
antage, at der foreligger tre alternative mu-
ligheder for investering A, B og C. For al-
ternativ A kalkuleres en usikker nutids-
veerdi pa [A,, Apl = [80, 120], for alternativ
B [90, 110] og for alternativ C [90, 120].
Hvilket alternativ A, B eller C skal fore-
treekkes, hvis gnsket er at maksimere nyt-
tevaerdien for beslutningstageren?
Problemet er ikke enkelt, idet hver be-
slutningstager mé antages at have sin egen
nyttefunktion, der afspejler hans risiko-
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preference (risikovillighed) set i forhold til
det forventede afkast. Klassisk beslut-
ningsteori, se von Neumann og Mor-
genstern (1944) og Luce og Raiffa (1957),
foresldr et antal forskellige kriterier for
valg mellem beslutningsalternativer, der
afspejler beslutningstagerens nyttefunk-
tion, og dermed hans risikopreference.
Generelt skelnes der mellem aversion,
attraktion og neutralitet over for risiko og
usikkerhed. Beslutningskriterier af denne
art kan fortolkes i relation til graenser for
usikkerheder, f. eks. inferval endepunketer,
Thuneby (1996). I det fglgende vil vi fo-
kusere péd nogle af de mest anvendte be-
slutningskriterier.

Ved maximax Kriteriet (den optimisti-
ske beslutningstager) udveelges det speci-
fikke beslutningsalternativ, som har poten-
tiale til at producere det stgrst muligt af-
kast (f. eks. stgrste gvre granse for den
usikre nutidsverdi). For inzervaller kan
dette skrives som:

A>B=A,>B, (10)
dvs. alternativ A foretreekkes frem for al-
ternativ B, hvis den gvre granse for kapi-
talveerdien af A er stgrre end den gvre
greense for kapitalvaerdien af B. I oven-
stiende eksempel vaelges enten alternativ
Aceller C, idet de er lige gode 1 henhold til
kriteriet. Maximin kriteriet (den pessimi-
stiske beslutningstager) peger pa det alter-
nativ, der har den stgrste af de lavest taen-
kelige nutidsvaerdier (stgrste nedre gran-
se). Dette kan skrives som

A>B=A,>B, (11)

I vores eksempel valges alternativ B eller
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Figur 3. Hurwits’ o-kriterium for alternativerne A, B og C.
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C. Den bagkloge beslutningstager ville an-
vende minimax-regret Kriteriet, der mi-
nimerer den maximale fortrydelse (regret)
ved en forkert beslutning. For A er den
maksimale regret 120 - 80 = 40, hvor den
for B og C er 120 - 90 = 30. Beslutningsta-
geren bgr altsa vaelge alternativ B eller C.
Er der blot to alternativer, svarer dette
igvrigt til den stgrste middelvaerdi af de to
intervaller; se Thuneby (1996):

A>B=

m(A) > m(B),
m(A) = (A, - A)/2. (12)
Den risikoneutrale beslutningstager vil of-
test anvende den stgrste middelvaerdi som
beslutningskriterie, bedre kendt som
Laplace kriteriet, der er kendetegnet
ved, at alle udfald tenkes lige sandsynlige:

A > B =m(A) > m(B). (13)
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Dette medfgrer et valg af alternativ C.

Afslutningsvis beskrives anvendelse af
et lidt mere kompliceret beslutningskrite-
rium, nemlig Hurwitz’ o-kriterium, der
sammenfatter alle de ovennavnte beslut-
ningskriterier i et. Ideen er, at hver beslut-
ningstager for en given beslutning valger
et pessimismeindeks o, hvor 0 < o < 1, (ik-
ke at forveksle med det tidligere omtalte
o-snit). Et index pa 0 vil sige, at beslut-
ningstageren ynder risiko, et index pa 1
betyder at beslutningstageren er risikoa-
vers og et index pa '/» betyder, at beslut-
ningstageren er risikoneutral. For to inter-
valler ser kriteriet ud som fglger:

A>B=w(A, -B) + (1-0)(A, - B,) > 0. (14)

Det ses af (14), at for o = 1 svarer Kriteriet
til maximin, for o = 0 til maximax og for o
=/, til Laplace kriteriet. Selv om Hurwitz’
o-kriterium umiddelbart virker omstend-



eligt, kan beslutningstageren veelge sit
pessimismeindeks efter beslutningens ka-
rakter, fremfor generelt at skulle vaclge
mellem at vaere pessimist, optimist eller
neutral.

Er der tale om flere end to intervaller,
vaelges det alternativ, hvor oa + (1-a)b har
den stgrste verdi for den aktuelle veerdi af
o. For de tre alternativer A, B og C er re-
sultatet vist 1 Figur 3.

Som det ses af Figur 3, er alternativ C i
alle tilfelde mindst lige sd godt eller bedre
end de andre alternativer med dette krite-
rium, uanset beslutningstagerens pessi-
mismeindeks. Alternativ C bgr derfor vael-
ges, hvilket ikke er nogen overraskelse nér
man ser pd resultaterne fra de gvrige be-
slutningskriterier. Stod valget alene mel-
lem alternativ A og B, ville optimisten
veelge A og pessimisten valge B, igen som
ovenfor.

Ranking af tre-dobbelte estimater

I det generelle tilfaelde hvor usikre gkono-

miske stgrrelser er reprasenteret ved ge-

nerelle fuzzy tal er ranking temmelig kom-
pliceret. Der er foreslaet en lang rekke
metoder, hvoraf ingen dog er fundet ideel-
le, Chen og Hwang (1992). Forholdene
bliver noget enklere, nér det drejer sig om

ranking 1 tilfeldet tre-dobbelte estimater [a, c,

b].

Nar tre-dobbelte estimater af udseendet [a,
¢, b] skal rankes indbyrdes foresldr Kauf-
mann og Gupta (1988) tre kriterier, her
navnt efter faldende prioritering:

e Sammenligning af index, f.eks.
(a+2c+b)/4. Dette svarer til en slags for-
ventningsvaerdi eller 1. ordens moment.

¢ Sammenligning af ¢ som repracsentant

for estimaternes mest dominerende
vaerdier, svarende til en ordinar reprac-
sentation af gkonomiske stgrrelser,
hvorom der ikke hersker usikkerhed.

e Sammenligning af estimaternes range,
dvs. b-a.

Kriterierne er af en ad /foc karakter og ta-
ger f.eks. ikke hensyn til beslutningstage-
rens risikoaversion og -attraktion, jvf. di-
skussionen i afsnit 5.1. Vi vil derfor forsgge
at udvide de klassiske beslutningskriterier
til anvendelse ved ranking af #re-dobbelte
estimater.

Det viser sig umiddelbart, at maximax,
maximin, minimax-regret og Laplace
kriterierne for t7e-dobbelte estimater er
identiske med anvendelserne pa inzerval-
Jer: Det kan imidlertid argumenteres, at
disse klassiske beslutningskriterier ikke
tager hensyn til beliggenheden af midter-
vaerdien 1 det tre-dobbelte estimat, og at der
derfor bgr udvikles et beslutningskriteri-
um, der tager hensyn til alle tre vaerdier og
deres indbyrdes beliggenhed. Vi vil derfor
prgve at modificere Hurwitz’ o-kriterium
til anvendelse ved ranking af tre-dobbelte
estimater:

Et modificeret Hurwitz’ a.-kriterium for
tre-dobbelte estimater

Et modificeret kriterium bgr bevare det
oprindelige kriteriums originale egenska-
ber: For o = 0 bgr det svare til maximax,
for oo = 1 til maximin og for o = '/, vaere ri-
sikoneutral. For alle verdier af o, 0 < o0 <
1, er det rimeligt, at den midterste vaerdi ¢
1 det tre-dobbelte estimat tillegges en pas-
sende vaegt 1 forhold til de to yderverdier.
Vi forslar derfor et beslutningskriterium
for to tre-dobbelte estimater af fglgende form:
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A>B=
o(A,-B,) + (1-0)(A, - B,) + n f(or) (I, - 1) > 0,
(15)

hvor n er en konstant, f(o) er en funktion
af o og I er et passende indeks, der vaegter
de tre vaerdier 1 det tre-dobbelte estimat.
Forn =4 og f(at) = o - o fas (bemaerk at
f(a) er symmetrisk mellem 0 og 1 med
toppunkti o ="/.):

A>B=
oA, -B,) + (1-0)(As - By) + 4(0-02)(I, - 1) > 0.

For det fgrste kan indeks I vaelges til
det indre punkt c i det zre-dobbelte estimar,
dvs. I, = A. og I, = B.. Af(19) f3s kriteriet,
som (overraskende) svarer til indekset
(a+2c+b)/4, Kaufmann og Gupta (1988):

A>B=

A Ba+ Ac- Bo+ LA - By > 0. (20)
For det andet kan indeks I vaclges som
middelvardien m af det tre-dobbelte estimar,
dvs. I, = m(A) og I, = m(B), hvorved fis af
(19), svarende til det risikoneutrale Lapla-

(16)  ce kriterium uden hensyntagen til den in-

For o = 0 fis af (16): dre vaerdi i det tre-dobbelte estimat:
A>B=A,-B,>0, A>B=m(A)-m(B)>0. 21)
(maximax kriteriet). (17)

Endelig vaelges indeks I = (a+2c+b)/4 og af
For oo =1 fis af (16): (19) fis:
A>B=A,-B,>0, A>B=
(maximin kriteriet). (18) 3A,-3B,+2A.-2B.+3A,-3B,>0. (22)
For o = '/, fas af (16): Altsa, vaegtes Kaufmann og Gupta’s indeks

lige s meget som midtpunktet for o0 = '/,
A>B=",(A,-B,) + /(A -B,) +I,-1, = svarer dette til en vagtning pa 3:2:3 af
m(A) -m(B) + I, -1, > 0. (19)  vaerdierne i det tre-dobbelte estimat.

I det risikoneutrale kriterium (19) er mid-
delvaerdien m for de to estimater vagtet
med samme vagt som indeks I, som nu
skal veelges pa en passende mide. Umid-
delbart virker tre muligheder naturlige,
som vist i det fglgende for o = /a:

Praktiske investeringskalkuler med
okonomiske usikkerheder
Investeringskalkuler med intervaller
Betragt to alternative investeringer A og B
inden for samme tidshorisont, som er givet
ved deres usikre nettobetalingsstrgmme,

Tabel 1. Usikre nettobetalingsstromme og nutidsoeerdier (PV) for to alternative investeringer A og
B ved kalkulationsrenten [6, 9] % p.a.

AR 0 AR 1 AR 2 AR 3 AR 4 PV
Investering A | [-250, -200] | [100, 140] | [115, 160] | [130, 180] | [130, 210] | [131, 392]
Investering B | [-120,-100] | [85,95]1| [90, 110] | [100, 130] | [135, 175] | [207, 335]
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reprasenteret ved intervaller. Med en
usikker kalkulationsrente pa [6, 9] % p.a.,
er de usikre nutidsvardier beregnet v.hj.a.
Interval Solver 2000, Hyvénen og de Pas-
cale (1997), tallene fremgar af Tabel 1.
Det ses, at begge investeringer har posi-
tiv nutidsveerdi, hvorfor de begge er for-
delagtige 1 forhold til ikke at investere.
Ved anvendelse af maximax kriteriet fis,
at alternativ A er mest fordelagtig, da den-
ne investering har potentiale til i bedste
fald at praestere den hgjeste nutidsveerdi,
nemlig 392 mod 335 for B. Maximin krite-
riet udpeger alternativ B, da denne inve-
stering 1 veerste fald vil resultere i den
hgjeste nutidsvaerdi, nemlig 207 mod 131
for A. Minimax regret kriteriet peger pé al-
ternativ B med en maksimum regret pa
kun 392 - 207 = 185 mod 335 - 131 = 204

for A. Endelig giver anvendelse af Laplace
kriteriet, at alternativ B skal foretrazkkes
med en middel nutidsveaerdi pa 271 mod
261 for A.

Anvendes Hurwitz’ o-kriterium ses det
af Figur 4, at investering A er bedst for o
veerdier under 0,43 (maximax) medens in-
vestering B er bedst ellers (maximin, mini-
max regret og Laplace).

Det ses umiddelbart, at repraesentation
og kalkulation v. hj.a. af inzervaller kan an-
vendes til vurdering af usikre investerin-
ger, isaer hvor sandsynlighedsfordelingerne
for de enkelte udfald ikke er kendt. Der er
ydermere den fordel, at beslutningstage-
rens nyttefunktion ikke behgver at vaere
kendt, blot der benyttes et beslutningskri-
terium, der tager hensyn til hans risiko-
praference.

Figur 4. Hurwitz’ a-kriterium for investeringerne A og B.
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Ved anvendelse af tre-dobbelte estimater for
de indgdende gkonomiske stgrrelser, er
det muligt pd en systematisk mide at ud-
vide investeringskalkuler fra udelukkende
at veere baseret pa ordinaere tal til ogsa at
reprasentere nedre og gvre granser for

Investeringskalkuler med
tre-dobbelte estimater

0og1.
Vi betragter her et investeringseksem-

pel, der drejer sig om udvikling af et nyt
produkt og produktionssystem. Investe-

trianguleere fuzzy tal med do-snit svarende til

usikkerheder. Dette svarer til at anvende

ringskalkulen er vist 1 Tabel 2, idet bereg-
ningerne af nedre og gvre granser for tal-
lene er foretaget v.hj.a. Interval Solver
2000, Hyvonen og de Pascale (1997).

Ud fra en betragtning, som udelukken-
de baserer sig pa kalkulens ordinare tal

ser) er investeringen fordelagtig, idet kapi-
Tages usikkerhederne imidlertid med 1

talveerdien er komfortabel positiv ved den
valgte kalkulationsrente 9% p.a., nemlig

(dvs. midterste tal i de kantede parente-
DKR 8.658.000.

betragtning, kan vurderingen komme til at

falde anderledes ud, vi vil hovedsagelig
basere de fglgende betragtning pd det mo-
dificerede Hurwitz’ a-kriterium. For den
optimistiske beslutningstager (dvs. maxi-
max kriteriet, (17)) ser investeringen over-
ordentlig fordelagtig ud, idet den potenti-

elt reprassenterer en kapitalvaerdi pa knap
50 mio. Den pessimistiske beslutningsta-
ger (maximin kriteriet, (18)) kan se en ka-
pitalveerdi pa ca. -40 mio. og vil hermed

betragte investeringen som sardeles ufor-
delagtig. Bade den bagkloge beslutnings-
tager (minimax-regret kriteriet) og den ri-
sikoneutrale beslutningstager (Laplace

3
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kriteriet, (21)) vil se en fordelagtig investe-
ring. Begge kriterierne (20) og (22) giver
ligeledes til resultat, at investeringen er
fordelagtig.

Benyttes det modificerede Hurwitz’ a-
kriterium, Figur 5, ses at beslutningskrite-
riet er positivt for alle tre foresldede indi-
ces [ op il veerdier af o pa omkring 0,6.
Med det konkrete eksempel ser resultater-
ne med de tre indices ikke sd forskellige
ud, men alle tre kurver afviger positivt fra
en ret linie. For I = ¢ laegges der stgrst
vaegt pd midtervaerdien af den usikre kapi-
talvaerdi, for I = (a+2c+b)/4 mindre vacgt
og for I = intervalmidtpunktet ingen vaegt.

Selvom kalkulen baseret pa tre-dobbelte
estimater for det betragtede investeringsek-
sempel (Tabel 2) indeholder mange tal, er
kalkulens budskab relativt let kommuni-

kérbart, idet repraesentationen af de usikre
gkonomiske stgrrelser fremstdr som en let
forstdelig udvidelse 1 forhold til de ordi-
nare tal, som anvendes i konventionelle
kalkuler. Den praktiske nytte af en sddan
kalkule star og falder naturligvis med kva-
liteten af de foretagne vurderinger af de
indgaende usikkerheder. Det kan vaere
overraskende, at den resulterende usikker-
hed péd eksemplets kapitalverdi er sd rela-
tiv stor. Man skal her huske p4, at der ind-
gdr mange stgrrelser i kalkulen og at der er
usikkerheder pd dem alle. I praksis er der
altsd meget, der kan gé galt og godt, men
en investering af den aktuelle karakter
(produkt- og produktionsudvikling) over-
lades ikke til sig selv, ndr beslutningen er
taget, der er behov for at fglge op 1 hele
projektets levetid. Eksemplet antyder og-

Figur 5. Anvendelse af det modficerede Hurwits’ o-friterium med forskellige indices 1.
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sd, at der miske kunne vare behov for at
sgge nogle af de indgiende gkonomiske

stgrrelser afklaret naermere med henblik
pd evt. at reducere usikkerhederne.

Diskussion og konklusion

Vi har 1 artiklen forsggt at give en samlet
og systematisk fremstilling af repreesenta-
tion, kalkulation og beslutningstagning
under gkonomisk usikkerhed ved anvendel-
se af intervaller og fuzzy tal, mere specielt
trianguleere fuzzy tal simplificeret til #re-dob-
belte estimater. Anvendelsen af de fore-
sliede fremgangsmaéder er blevet demon-
streret ved praktiske eksempler pad inve-
steringsbeslutninger under usikkerhed og
der foreligger siledes dokumentation for,
at metoderne er i stand til, ud fra givne
usikre data, at kalkulere resultater, der pa
stringent vis holder styr pa de resulterende
usikkerheder. De klassiske rationelle be-
slutningskriterier under hensyntagen til
beslutningstagerens risikopraference er
blevet udvidet til at gaelde for intervaller
og tre-dobbelte estimater. Der er sdledes her-
med tilvejebragt et nyt teoretisk og meto-
disk grundlag for at hdndtere rationelle be-
slutningsprocesser under gkonomisk usik-
kerhed.

En af fordelene ved de foresliede frem-
gangsmader er, at de fremstar som en na-
turlig og let forstdelig udvidelse af kon-
ventionelle gkonomiske beslutningspro-
cesser, der anvender ordinar reprasentati-
on af gkonomiske stgrrelser, dvs. alminde-
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lige tal. Det betyder, at barriererne for
praktisk anvendelse 1 den forstand er lave.
Desuden indebarer den systematiske re-
prasentation og hidndtering af usikkerhe-
der, at der kan skabes en nyt kommunika-
tionsmedie mellem forskellige faggrupper,
f.eks. gkonomer og ingenigrer, nir usikre
forudsetninger for gkonomisk begrundede
beslutninger skal belyses. For realinveste-
ringer bgr de 1 denne artikel foresldede be-
slutningskriterier ikke std alene, med min-
dre alle gvrige forhold, sd som virksomhe-
dens fleksibilitet og reaktionsmuligheder
over for kommende trusler, investeringens
alternative anvendelse osv., er kapitaliseret
i forhold til beslutningstagerens nyttevar-
di.

Vil de foresldede metoder i praksis fgre
til ”bedre” gkonomisk begrundede beslut-
ninger, f.eks. i forbindelse med investerin-
ger? Dette spgrgsmadl patager artiklen sig
ikke at besvare. Lige som kvaliteten af or-
dinzre investeringskalkuler athenger af
begivenheder og forlgb, der endnu ikke
har fundet sted, sdledes ogsa kvaliteten af
usikkerhedsvurderinger. Metoderne tilby-
der imidlertid muligheder for at repracsen-
tere, kalkulere og traeffe beslutninger pa
en made, der ggr det muligt at overskue og
forstd de komplekse data i forbindelse
med usikkerheder og dermed ogsa forbed-
re mulighederne for dialog og diskussion
af konsekvenserne heraf. I den forstand er
der dbnet mulighed for at forbedre beslut-
ningsprocesserne.



summary

The article introduces intervals and fuzzy
numbers as an efficient and arithmetically
stringent representation of economic uncertain-
ties. The four basic arithmetical operations for
such economic uncertainties are demonstrated
and discussed, as well as economic calculations
with uncertain functions, and connected pro-
blems. The ranking of economic uncertain-
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